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Proof-theoretic semantics (PTS) is a research program in logic and philosophy that
tries to give semantics for various expressions, not by assigning denotations to them in
a model-theoretic way, but by describing directly the “use” of them in a proof-theoretic
way. The usual task that PTS purports to achieve is divided into two parts. First, it
explains the meaning of sentences with the tools of proof theory, especially introduction-
rules and elimination-rules in the natural deduction formalization. Second, drawing on
the explanation, it justifies some system of logic, by showing the two kinds of rules are
in “harmony”. The early PTS by Dummett or Prawitz took the usual form of unilateral
natural deduction as basis, and can justify only intuitionistic logic. However, according
to Rummfit, if we move to a bilateral natural deduction, and broaden our attention to
encompass denial, not only assertion, we can justify a logical system (we call it “system
R”) into which classical logic can be embedded. In this essay, I will criticize his argument,
and present an alternative foundation for system R. In the first part, I will summarize
the basic ideas of PTS. In the second part, I will follow Rummfit’s argument, which tries
to justify system R by his bilateral PTS, and show one of his “coordination-rule” crashes
with the meaning of sentences given by bilateral operational rules, so this rule cannot
be justified. In the third part, we present a new system E, and justify this system with
our bilateral and falsificationistic PTS. System R can be embedded into system E, so my
argument also gives justification to system R. This part also analyzes the reason why
Rummfit’s PTS cannot justify system R, and our PTS can.
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*1 ここでいう埋め込みとは、古典論理の式 A に適切な翻訳 A′ を対応させれば、古典論理における式の間の帰結関係と、
R における翻訳された式の間の帰結関係が同値であるということ（いわゆる「忠実に埋め込める」こと）を意味する。
以下、他の体系についても、「埋め込む」という言葉は同じ意味で使用する。


























PTSにおいては以上の規則は次のように読まれる。∧の導入則は、A ∧ B を正しく主張するための









A tonk B (tonk E)
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し B を帰結として引き出すことができる。対して、∧の導入則が定めるところによれば、A ∧B は、
Aと B を根拠として主張できる。するとここで、除去則が定める帰結である Aないし B が、導入則


































































Definition 1. 論理式: A ∈ Formを次のように定義する。
p ∈ Atom
A ::= p|A ∧A|A ∨A|¬A|A→ A
Definition 2. 二符号付きの式: α ∈ 2Formを次のように定義する。
A ∈ Form








*4 −A は、+¬A とは異なる式であり、異なる行為を表現している。前者は、A の否認であり、後者は、A の否定の主




*5 実はラムフィットが符号に与えている解釈は一定していない。[10, p.803][11, p.312] などでは、符号が力の表現であ
Contemporary and Applied Philosophy Vol. 9 7
矛盾記号が論理式ではなく二符号付きの式として扱われていることに注意して欲しい。これはラム
フィットが、矛盾記号を一種の「句読点」とみなしており、文ではないと考えていることを反映して

















(− ∧ I0)−A ∧B
−B





















































ることが述べられており、さらに [11, p.320][12, p.1062] では、双側面説が主張と否認という二種の言語行為を認め
ることが強調されている。ゆえにこうした記述からは、本文中で述べたような解釈をラムフィットが採っていることが
伺える。一方で、[10, p.800] では、符号付きの式はスマイリーの [15] が議論の俎上に載せている疑問文と答えの合成









においては、無矛盾則と帰謬法の二種が設定される (ただし、α∗ は αの符号を変化させたものを指












Theorem 1. Form⊥から 2Formへの翻訳 dを次のように定義する。d(A) ≡ +A, d(⊥) ≡ ⊥。さ
らに、Γ ⊆ Form⊥ に対して、d(Γ) = {d(A)|A ∈ Γ}とする。すると、任意の Γ ⊆ Form⊥ と、任意
の A ∈ Form⊥ について、次が成り立つ。

















*6 ≡ はシンタクティカルな同一性を表現する。つまり、A ≡ B と書いた場合、A と B は同一の記号表現であるとみな
す。









































































Theorem 2. 任意の A ∈ Formについて、+Aと −Aから ⊥に至る証明を、原子文に対する無矛
盾則の適用と、Rの論理規則によって作ることができる。





































































































































この章の目的は、体系Rを改良した体系 Eに基づく PTSを提示することで、体系Rが体系 Eに忠
実に埋め込めることをもって、体系Rと古典論理の帰結関係を正当化する。もしも体系 Eが正当化
できれば、適切な翻訳によって Form⊥ および 2Formの元を解釈することで、体系 Rと古典論理
の帰結関係を正当化できる。













































































































































Definition 3. 論理式: A ∈ Form∗ を次のように定義する。
p ∈ Atom
A ::= p|A ∧A|A ∨A|¬A
Definition 4. 四符号付きの式: α ∈ 4Formを次のように定義する。
A ∈ Form∗





に対して、⊕の導入・除去則、⊖の導入・除去則が設定される (A,B は Form∗、αは 4Formの図
式文字）。
⊖A ⊖B






(⊕ ∧ I0)⊕A ∧B
⊕B









(⊖ ∨ I0)⊖A ∨B
⊖B










Contemporary and Applied Philosophy Vol. 9 19
⊕A ⊕B







































Theorem 3. A ∈ Formに対して翻訳 e(A) ∈ Form∗を次のように帰納的に定義する。
• A ≡ pなら、e(A) ≡ p
• A ≡ B → C なら、e(A) ≡ ¬e(B) ∨ e(C)
• A ≡ B ∧ C なら、e(A) ≡ e(B) ∧ e(C)
• A ≡ B ∨ C なら、e(A) ≡ e(B) ∨ e(C)
• A ≡ ¬B なら、e(A) ≡ ¬e(B)
さらに、α ∈ 2Formに対して、e(α) ∈ 4Formを次のように定義する。
• α ≡ +Aなら e(α) ≡ +e(A)
• α ≡ −Aなら e(α) ≡ −e(A)
• α ≡ ⊥なら e(α) ≡ ⊥
さらに Γ ⊆ 2Formに対して、e(Γ) = {e(α)|α ∈ Γ}とする。すると、任意の Γ ⊆ 2Formと、任意




























































Theorem 4. (1)任意の A ∈ Form∗ について、+Aと −Aから ⊥に至る証明を、原子文に対する
無矛盾則の適用と、論理規則と、反転規則だけによって作ることができる。
















以上で、体系 Eを正当化することができた。Theorem 1,Theorem 3より、Form⊥ の間の古典論理
における帰結関係は、適切な翻訳のもとで、Form⊥ の翻訳であるような式の間の体系 E における












































































Definition 5. α ∈ C2Formを次のように定義する。
A ∈ Form∗
α ::= +A| ⊕A|⊥
Definition 6. 次の規則をもつ C2Formに関する自然演繹を E′ と呼ぶ (ただし αは C2Formに
対する図式文字である)。
⊕A
(⊕ ∧ I0)⊕A ∧B
⊕B




























体系 E′ は、+の符号の式についてだけ見れば古典論理と全く同じ帰結関係を持つ (証明は省略す
る）。したがって、反証主義だけを採用することによっても、古典論理の帰結関係を正当化すること
は可能である。
但し、体系 E′ は、⊕と +から始まる式についての推論だけを見たとしても、体系 Eよりも真に
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弱い。特に、⊕¬¬Aから ⊕Aを導くことができない。もしも否定がスイッチとして働いているなら、
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附論　主要定理の証明
Theorem3の証明. 左から右:Γから αに至る体系 Rの証明 λが存在するとして、これを e(Γ)から
e(α)に至る体系 Eの証明に書き換える方法 tを以下のように帰納的に定義する。
λの最後に適用されている規則によって場合わけして定義する。
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(⊕ ∧ E, 1)⊥ (+I, 0)
+e(A) ∧ e(B)









(⊕ ∧ I)⊕e(A) ∧ e(B)
(+E)⊥ (+I, 0)
+e(A)
• 最後に適用されている規則が (+ ∧ E1)であるときは (+ ∧ E0)とほぼ同様。
• 最後に適用されている規則が (− ∧ I0)であるときは次のように書き換える。
λ0
−A






(−E)⊥ (−I, 0)−e(A) ∧ e(B)
• 最後に適用されている規則が (− ∧ I1)であるときは (− ∧ I0)とほぼ同様。


















































• 最後に適用されている規則が (+∨ I0)なら、(−∧ I0)の場合の書き換え方をもとに、+と −、
⊕と ⊖、∧と ∨を交換すればよい。
• 最後に適用されている規則が (+∨ I1)なら、(−∧ I1)の場合の書き換え方をもとに、+と −、
⊕と ⊖、∧と ∨を交換すればよい。
• 最後に適用されている規則が (+ ∨E)なら、(− ∧E)の場合の書き換え方をもとに、+と −、
⊕と ⊖、∧と ∨を交換すればよい。
• 最後に適用されている規則が (− ∨ I)なら、(+ ∧ I)の場合の書き換え方をもとに、+と −、
⊕と ⊖、∧と ∨を交換すればよい。
• 最後に適用されている規則が (− ∨ E0)なら、(+ ∧ E0)の場合の書き換え方をもとに、+と
−、⊕と ⊖、∧と ∨を交換すればよい。

























• 最後に適用されている規則が (−¬I)なら、(+¬I)の場合の書き換え方をもとに、+と −、⊕
と ⊖を交換すればよい。
• 最後に適用されている規則が (−¬E)なら、(+¬E)の場合の書き換え方をもとに、+と −、⊕
と ⊖を交換すればよい。






















































(⊖ ∨ E, 1)⊥ (−I, 0)−¬e(A) ∨ e(B)










(⊖ ∨ I0)⊖¬e(A) ∨ e(B)
(−E)⊥ (+I, 0)
+e(A)



























(−I, 1)または (+I, 1)
e(α)∗
右から左:補題をふたつ示す。
Lemma 5. 任意の A ∈ Formについて、Rにおいて +e(A)から +A、+Aから +e(A)、−e(A)か
ら −A、−Aから −e(A)にいたる証明を作れる。


















(+ ∨ E, 1)
+B → C


































(− → I)−B → C
Lemma 6. 任意の α ∈ 2Formについて、Rにおいて e(α)から α、αから e(α)にいたる証明を作
れる。
Lemma 6の証明. α ≡ ⊥の場合は e(α) ≡ αなので明らか。それ以外の場合は Lemma 5より示せ
る。
e(Γ) から e(α) に至る体系 E の証明λが存在するとして、これをまず仮定と結論を変えずに
体系 R の証明に書き換える。⊕ A を − A、⊖ A を + A に書き換えれば、体系 R の証明になる
。体系 E の論理規則の適用は対応する体系 R の論理規則の適用となり（例えば (⊕ ∧ I0) の適用
は (−∧ I0)の適用になる）、(+I), (−I)の適用は体系Rの帰謬法の適用となり、(+E), (−E)とギャ
ップ排除と (体系 Eの)無矛盾則は、体系Rの無矛盾則の適用になる。
さらに、Lemma 6より、任意の β ∈ Γについて、β から e(β)に至る体系Rの証明を作ることが
でき、さらに、e(α)から αに至る体系Rの証明を作ることもできる。仮定と結論の部分にこれらの
証明を付け足すことによって、e(Γ)から e(α)に至る体系Rの証明を、Γ から α に至る体系Rの証
明に書き換えることができる。以上で、e(Γ) から e(α)に至る体系 E の証明 λ を、Γ から α に至る
体系Rの証明 r(λ)に書き換える手続き r を記述したことになる。
Theorem 4の証明. 1. 複雑性 n(> 0)の式 Aに対して、+A,−Aから ⊥に至る証明を、複雑性
n− 1の式に対する無矛盾則の適用と、Eの論理規則と、反転規則だけから作ることができれ
ば、帰納法によって定理が示せる。






















（b）A ≡ B ∨C の場合。B ∧C の場合を元に、+と −、⊕と ⊖、∧と ∨を交換して書き換え
ればよい。







2. 複雑性 n(> 0)の式 Aに対して、⊕A,⊖Aから ⊥に至る証明を、複雑性 n− 1の式に対する無
矛盾則の適用と、Eの論理規則だけから作ることができれば、帰納法によって定理が示せる。










(⊖ ∧ E, 0)⊥
（b）A ≡ B ∨C の場合。B ∧C の場合を元に、⊕と ⊖、∧と ∨を交換して書き換えればよい。
（c）A ≡ ¬B なら、
⊖¬B ⊖¬E⊕B
⊕¬B ⊕¬E⊖B
(ギャップ排除則)⊥
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